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Abstract

Las variedades téricas son un tipo especial de variedades de dimensién par que se pueden
describir a partir de politopos de Delzant. Un politopo de Delzant A en R™ es una figura
convexa que es simple (hay n aristas encontrdndose en cada vértice), racional (las aristas
encontrandose en el vértice p son de la forma p + tu;, t > 0, donde u; € Z™) y suave (para
cada vértice los correspondientes uy, ug, ..., u, se pueden escoger como una Z-base de Z").

En este documento se clasifican los politopos 2-dimensionales de 3 y 4 vértices, se men-
ciona el Teorema de Delzant (hay una biyeccién entre las variedades téricas y los politopos de
Delzant) y se construye la variedad térica del tridngulo y las de un tipo especial de politopos
2-dimensionales de 4 vértices: las superficies de Hirzebruch.

Introduccion

Las bases que generan a Z?2 tienen un determinante muy particular. Después de dar definiciones
fundamentales para comprender este documento, se comienza enunciando la propiedad antes men-
cionada para luego clasificar los politopos de Delzant 2-dimensionales de 3 y 4 vértices usando
propiedades de determinantes, teoria de niimeros y geometria del plano. Resulta ser que existe
solo un politopo de Delzant 2-dimensional de 3 vértices: el tridngulo rectangulo isdsceles cuyos
lados iguales miden 1.

Después se describe la construuccién de Delzant para el caso general usando algebras de Lie in-
ducidas sobre TV y T donde N es el niimero de lados del politopo y n es la dimensién del espacio
donde vive el politopo. Por tltimo, se construye la variedad térica del politopo uni-dimensional,
la del tridangulo y las variedades téricas llamadas superficies de Hirzebruch (cuyos politopos son
trapecios rectangulos muy peculiares).
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1 Preliminares

A continuacion se presentan algunas definiciones fundamentales para el entendimiento de este
trabajo. Si desea consultar los conceptos a profundidad se recomienda revisar [6], [2] para dlgebra
moderna, [3] para algebra lineal y [1] para geometria simpléctica y algebra lineal simpléctica.

1.1 Teoria de Grupos

Definicién 1.1 57 X es un conjunto y G es un grupo, entonces G actia sobre X si hay una
funcion G x X — X, denotada por (g,x) — gz, tal que

(i) (gh)x = g(hx) para todo g,h € G yx € X.

(ii) 1z = x para todo v € X, donde 1 es la identidad en G.
Definicién 1.2 Si G actia sobre X y x € X, entonces la 6rbita de x, denotada por O, es el

subconjunto de X

O(x) ={gr:9 € G} C X,

el estabilizador de x, denotado por G, es el subgrupo
G.={9€G:gx=zx}<G.
Definicién 1.3 Un grupo G actia libremente sobre X si, para todo x € X, gr = x, implica

g = 1. Esto significa que todos los estabilizadores son triviales.

Definicién 1.4 Sea G un grupo. Un subgrupo N se dice que es un subgrupo normal de G si
para toda g € G y todan € N, gng~* € N.

Definicién 1.5 Sea ~ la relacion de equivalencia de orbita: para p,q € M,
p~q <= pyqestan en la misma érbita.
EL espacio M /G := M/ ~ es llamado el espacio de érbitas.
Definicién 1.6 El grupo lineal GL(2,7Z) se define como
GL(2,Z) = {A € My«5(Z)| A es invertible}.
Definicién 1.7 FEl grupo lineal especial se define como

SL(2,R) = {A € GL(2,Z)|detA = 1}.
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1.2 Geometria Simpléctica

Definicién 1.8 [4] Un espacio vectorial simpléctico es un par (V,w) que consta de un espacio
vectorial de dimension real finita y una forma bilinear antisimétrica no degenerada w : V xV — R.
Esto significa que se satisface las siguientes condiciones

(Antisimetria) Para todo v,w € V
w(v,w) = —w(w,v).
(No degenerada) Para todo v € V
w(v,w) = 0 para todo w € V entonces v = 0.

Nota

1. dimV = 2n paran € Z*.

Definicién 1.9 [1] Una variedad térica (simpléctica) 2n-dimensional es una variedad simpléctica
conexa y compacta (M*",w) equipada con una accién hamiltoniana' efectiva de un n-toro T" y una
funcion momento p: M — R™.

Definicién 1.10 [1] Un politopo de Delzant A en R"™ es un politopo que satisface
e simplicidad, i.e., hay n aristas encontrandose en cada vértice.

e racionalidad,i.e., las aristas encontrandose en el vértice p son racionales en el sentido que
cada arista es de la forma p+ tu;, t > 0, donde u; € Z".

e suavidad,i.e., para cada vértice los correspondientes uy, us, ..., U, Se pueden escoger como
una Z-base de 7.

Nota

1. En R” la cota minima del nimero de vértices es n + 1. Como A debe tener n aristas en-
contrandose en cada vértice p, todos esas aristas comparten soélo el vértice p y para formalas
se necesitan otros n vértices distintos, por lo que se necesitaran al menos n + 1 vértices para
cumplir con la simplicidad.

Definicién 1.11 Una cara de un politopo A es el conjunto de la forma A N{x € R"|f(x) = ¢}
donde c € R y f € (R")* que satisface f(x) > ¢, para todo x € A.

Ipara ver ver la definicién de accién hamiltoniana consulte [4].
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Definicién 1.12 Un lado de un politopo n-dimensional es una cara (n-1)-dimensional.

Definicién 1.13 Un vector reja v € Z" es primitivo si no puede ser escrito como v = ku con
weZ", kelZylkl>1.

Por ejemplo, (1,1),(5,4) y (0,1) son primitivos, pero (2,2), (4,6) y (3,9) no lo son.

Sea A un politopo de Delzant en (R")* con N lados. Sean v; € Z", i = 1,2,...,N los vec-
tores normales primitivos que apuntan hacia afuera de los lados de A. Podemos describir a A de
manera algebraica como la interseccién de medio-espacios:

A:{ZIIG (Rn)*|<x77}l> S)\“Z:LQ,,N} (1)
para algin \; € R.

Notas

1. Aunque identificamos R™ con su dual a través del producto interior euclidiano, es mas claro
ver a A en (R™)* para la construccién de Delzant.

2. También se puede construir A en (1) considerando los vectores normales que apuntan hacia
adentro de los lados.

2 Clasificacion

Antes de comenzar con la clasificacion de los politopos 2-dimensionales, se vera una propiedad
fundamental de las bases de Z2. Se denotard a un vetor por una letra mindscula con un par
ordenado v = (vy,vs) 0 por un par odenado (vy,v) y a un punto por una letra mayuscula con un
par ordenado A = (ay, as).

ur U1
U2 Vo
detAlvy, detAluy y detAluy (i.e., detA divide a cada una de las entradas de los vectores u y v).

Lema 1 Siu = (uj,us) y v = (vy,ve) forman una base de Z* y A = ( ) entonces detA|vy,

Demostracién. Suponga que u = (uj,uz) y v = (v1,v9) generan a Z2. Entonces para todo
(n,m) € Z?, existen «, 8 € Z tal que

(n,m) = a(ui,u) + B(v1,v2)
= (auy + Puy, auy + Bug)

De donde
aup + fvy =
Qug + P = m

3
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Se procede a resolver (2) mediante la regla de Cramer (note que si detA = 0, v y v no forman una
base de Z?):

. U2 U
@ = detAn detAm
. . (3)
1 2
/8 pr—

detAm B detAn

Para asegurar que «, 8 € Z para cualesquiera niimeros enteros m, n debe pasar en (3):

detA|vl
det Alvy
det A|uy
det Alug

Lema 2 Sea A € Myyo(Z). Si detA = £1 entonces

(i) los elementos de la misma fila son primos relativos.

(i) los elementos de la misma columna son primos relativos.

up vy
Uz U2
una columna (digamos la primera) tienen un divisor comin n # +1: u; = nu} y us = nub tal que
n # +1y uj,u, € Z entonces

Demostracién. Sea A = ( ) € Msy2(Z) con detA = +1. Suponga que los elementos de

/
nuj vy
+1 !
nug, s
!/
u U1
de donde
/
u; v 1
1 Y1
/ = +-
9 U2 n
(TN 1
Lo cual es una contradiccion, pues u’l ; € Z pero £+— & 7.
2 2 n

Analogamente se prueba que los elementos de la misma fila son primos relativos.



2. CLASIFICACION 6

Teorema 1 u = (uj,uy), v = (vy,v2) forman una base de 7> y A = (Zl Zl) sty solo si
2 U2
detA = £1.
Demostracion.
(1) Suponga que u = (uy,us), v = (v1,v2) forman una base de Z? y sea A = (Zl 51) con
2 Uz

detA = d. Por el Lema 1 se tiene que u = (du}, du)) y v = (dv}, dv)) para algunos nimeros enteros
uy, ub, vy, vy. Entonces

/ /
d - duy dvy
duly dv)
/ /
— 2 Uy Uy
- / /
Ug Uy
de donde
/ /
1 _ |t U
- / /!
d Uy Uy

o ’o ’o
= UVy — Uy € L

1
asi = p € Z. Por lo que d = detA = +1.

U U
U2 V2
son linealmente independientes (i.e., uno de los vectores no es multiplo del otro). Se vera ahora
que se puede generar cualquier (m,n) € Z2.

(i) Suponga que detA = = 1. El Lema 2 asegura que u = (uj,u2) y v = (v1,v2)

Note que es posible escribir (1,0) y (0,1) como combinacién lineal de (uy,us) y (v, v2):
1. ’Ug(ul,UQ) + (-Ug)(@l, UQ) = (ul’Ug — U2V1, UV — UQUQ) = (detA, 0) = (17 0)

2. —’U1<U1, UQ) + Ul(Ulﬂjg) = (—uwl + U1V1, —U2Vq + U1U2) = (0, detA) = (0, 1)

asi,

(m,n) = m(1,0) +n(0,1)
= mva(uy, ug) + (—uz)(vy, v9)] + 1 [—v1 (ur, uz) + u1(vy, vo)]

= (mwg — nvy)(ug, uz) + (nuy — mug)(vy, v2)

Por lo que cualquier (m,n) € Z?, se puede escribir como combinacién lineal de (uy, us) y (v, va).
De manera analoga se demuestra cuando detA = —1.

O

Nota

1. El grupo SL(2,Z) es el conjunto de matrices que forman bases de Z2.
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Proposicion 1 FExiste solo un politopo de Delzant 2-dimensional con 3 wvértices: el tridngulo
rectangulo isosceles AABC con <BAC = 90° y AB = AC = 1; salvo translaciones, cambios
de escala y la accion de SL(2,Z).

RGO

Figure 1: Politopos 2-dimensionales con tres vértices
Demostracién. Suponga que ADEF es un politopo de Delzant 2-dimensional con tres vértices.
Sean u y v los vectores correspodientes a los lados DE Y EF, respectivamente, que cumplen la

racionalidad v la suavidad de la Definicién 1.10. Asi v y v forman una base de Z2. Se quiere una
transformacion lineal tal que X (u) = (1,0), X (v) = (0,1). Obsérvese que

L) ()= (1)
2 () ()= (1)

Sea A = (Zl Zl> Por el Teorema 1, detA = +1. Sin perder generalidad, suponga que detA = 1.
2 U2
Notas
1. No se pierde generalidad al suponer que detA = 1 puesto que cuando detA = —1 se han

permutado las columnas de la matriz A.

2. A= (“1 ”1) € SL(2,7).

Uz V2

3. A7 = < 2 _“1) € SL(2,7).

—Uz U

Por lo que una transformacion lineal en SL(2,Z) tal que X (u) = (1,0), X(v) = (0,1) tiene como

. . (%) —U1
matriz asociada a .
—Uz U1

1 (%) —U1 ury U1V — V1U2 o 1
' — U9 Uul U9 - —UjU2 + UTUS - 0
9 (%) —U1 U1y V1U2 — U1V2 . 0
' —U9 Uy V2 - —V1Ug + ULV2 1
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Se ha llevado a los vectores u y v a (1,0) y (0,1) por medio de una transformaicén lineal X que
preserva el drea (i.e., X € SL(2,Z)). Ahora se verd lo que deben cumplir las medidas de los catetos
del AABC en la figura 1.

Sean (0,—1) y (t1, —t2) con ty,ts € Z* U {0} los vectores correspodientes a los lados BA'Y BC,
respectivamente, que cumplen la racionalidad y la suavidad de la Definicién 1.10. Asi (0,—1) y
(t1, —t) forman una base de Z?, entonces

0 t

1 g, 0

-

Si (t1, —t2) y (0, —1) forman una base de Z? en el vértice B, en el vértice C se tiene que (—ty,1s)
y (—1,0) forman una base de Z?, entonces

—t; —1

12‘@ 0

Por lo que (s1,—s2) || (1,—1) entonces (s1, —s2) = a(1,—1) con a € R, de donde s; = so. En-
tonces AABC es un triangulo rectangulo isésceles con AB = AC. Como no se consideran escalas,
se tomarda AB = 1.

Se ha llegado a que cualquier politopo de Delzant 2-dimensional con tres vértices se puede lle-
var al triangulo rectangulo isésceles con AB = AC = 1. Asi, s6lo hay un politopo 2-dimensional
de tres vértices salvo translaciones, cambios de escala o la accién de SL(2,Z).

O

Proposicion 2 Los politopos de Delzant 2-dimensionales con 4 vértices son trapecios rectangulos;
salvo translaciones y la accion de SL(2,7Z).

v = (v1,v2)
E H

B=(0,52) ¢ = (11,22)/

N — : :
A =(0,0) D = (s1,0)

Figure 2: Politopos 2-dimensionales con cuatro vértices

Nota

1. Se considerara sélo el caso donde el lado BC' tiene pendiente positiva o cero y el lado C'D
tiene pendiente negativa o cero. En el resto de los casos se trata de una rotacion.
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Demostracién. Por la Proposicién 1, una transformacion lineal en SI.(2, Z) tal que X (u) = (1,0),
(%) —U1

v > . Se usara esta misma transfomacion para
—Ug 1

X(v) = (0,1) tiene como matriz asociada a (

llevar v a (1,0) y v a (0, 1).
En el vértice B, sean (0, —1) y (w1, ws) con wy,wy € ZT U {0} los vectores de los lados BA Y BC
descritos en la definicién 1. Asf (0, —1) y (wy, w,) forman una base de Z? entonces

0 w1

:wl
—1 Wa

1:‘

En el vértice D, sean (—1,0) y (—z1,22) con 2y, 29 € ZT U {0} los vectores de los lados DAY DC
descritos en la definicién 1. As{ (—z1, 2z2) y (—1,0) forman una base de Z?* entonces

—Z1 -1

1= z9 0

En el vértice C, se debe cumplir que (21, —22) = (21, —1) v (—wy, —wy) = (=1, —ws) forman una
base de Z? entonces
—1 21

—wy —1 =14 wyz

-

de donde wy =00 2z = 0.

Notas

1. Para caracterizar a los politopos 2-dimensionales de 4 vértices basta considerar sélo uno de
los ws, z1 igual a 0.

2. Si wy = 0 = 2z, el politopo es un rectangulo.

3. Cuando wy = 0 es facil ver que s; = x1 + A con A € Z* U {0}.

Considérese wy = 0. Entonces el politopo tiene dos angulos rectos <DAB y <CBA. Los vértices
del politopo ABC'D tienen como coordenadas

A = (0,0)

B = (O, 82)

C = (1,82)

D = (1’1 + )\,0)
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3 Construccion de Delzant

En [1], Cannas expone que hay una biyeccién entre los politopos de Delzant y las Variaciones
Téricas (Teorema de Delzant). A continuacién se explicard de manera breve cémo obtener la
variacion térica (Ma) asociada a cada politopo de Delzant (A).

Es importantre mencionar que si un grupo de Lie se considera como una variedad en la que
hay definida una operacion de grupo que verifica unas ciertas propiedades topolégicas, el algebra
de Lie correspondiente se puede identificar con el espacio tangente en la identidad del grupo [5].
Por ejemplo (S')Y induce un algebra de Lie en RY.

Considere el siguiente diagrama

Lie(S")Y Lie(SH)" =g
Tk || Tx @ € —> Uj ||
¢ RY - R"
K —RY 2nZN - R"/2n7Z"
I |
(1) (s =G
donde
numero de lados de A.
n : dimension del espacio en el que se encuentra A.
e; : vectores canénicos de RY.
u; : vectores normales a los lados de A que apuntan hacia afuera.
K : kerm,.

t Algebra de Lie de K.
La secuencia
1 — K- TV = T" —1
induce una secuencia exacta de algebras de Lie
0— & RN 5 R? — ()
Notas
1. La funcién 7, es sobreyectiva.
2. m, induce una funcién sobreyectiva, 7, entre los toros (SH)V y (S')".

3. kerm = K es un subgrupo de Lie de TV con dimensién (N — n).
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Dualidad:
it (RY) — ¢

H:(z1,..., zn) — 3(211%, 2N ) — ¢

(CN)* ‘(RN)*

E*
donde se elige ¢ = (A1, ..., A\y) segtin la ecuacién (1). Asi My := ®71(0)/K.

Notas
1. K actia libremente sobre ®~1(0).

2. Ma es la variedad térica buscada.

3.1 La receta

1. Se procede primero a encontrar la funcién 7,:

GNZ(O,...,O,l) —r UN

2. Se encuentra kerr, usando la base canénica de RY.

3. Se contruye i, : kerm, = £ — RY y se encuentra su representacién matricial A en la base
canonica.

4. Se encuentra i* : (RY)* — £* usando A, ya que

81
Gx(81, 0y SN) —
SN
5. Se compone i* o H para encuntrar ¢ usando los A ’s de la ecuacién (1).

6. Se hace ¢~1(0) para realizar el cociente ®~1(0)/K.
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3.2 El espacio proyectivo

Ejemplo 3.1 Considere al politopo en R:

Segin (1) podemos ver a A como

Uy = 1 )\1:1
Uy = -1 )\2:1

Prodecemos a construir ®:

Tx - € — Ug

R? - R
R? /2772 i - R/21Z
I I
(S')? (SH

Se encuentra 7,:
. R?—R

@)=

Procedemos a encontrar el generador de kerm,:
kerr, = {(z,y) € R’z =y}

= gen{(1, 1)}
= gen{er + ez}

asi
i, — R?

por lo que
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H: (z1,22) — §(=11% 221%) — (1,1)

(C?) -(R?)*
E*

@(21722) = i*OH(Zl,ZQ)

Se toma ®~1(0) de donde:
|21 + [22f* = 4.

Por lo que el espacio reducido es el espacio proyectivo:

(i* 0 ) (0)/ K = CP'

3.3 La variedad del triangulo

Ejemplo 3.2 Considere al politopo 2-dimensional de trés vértices descrito en la Proposicion 1:
Segun la ecuacion (1) se puede ver a A algebraicamente como
A={r1>0,29> 0,21 +22 <1}

Uo = (—1,0) )\2:0
Us = (1,1) /\3:1

Prodecemos a construir ®:

Tx 1 € — Uj

RB . RQ
R /21 Z° i - R?/2n7?
I I
(Sh? (SH)?

Se encuentra ,:
m(z,y,2) = (—y+ 2, —x + 2)

0—11x_—y+z
1 0 1 Z*—lwrz
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Procedemos a encontrar el generador de kerm,:

{(z,y,2) eR’|lz =y = 2}
gen{(1,1,1)}
gen{e; + ey +e3}

t— R?

() = (z,2,x)

i (RY) — &

kerm, =
asi
Ty :
1
1
1
por lo que
1 4 S1
1 So
1 S3

H:(z1,...,23)

S1
S2
53

(51 + So + 83)

(11 1)

— (=117, - |23]%) = (0,0, 1)

(C?) (R?)x
E*

®(217227 23) 7/*

-k

Por tiltimo, se toma ®~!(0) de donde:

“

OH(fZlaZQaZS)
ElEs |Z3|2_

)

(

2727 2
|Zl|2 |Z2|2 |Z3|2
-1
2 + 2 + 2

‘21’2 + ‘22|2 -+ |23‘2 = 2.

Haciendo el cociente se tiene que

M

®(0)/K = CP?
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3.4 Superficies de Hirzebruch

Ejemplo 3.3 Considere un politopo 2-dimensional de cuatro vértices como se indica en la figura:

A= (0.0) T D= (1160
Figure 3: un politopo 2-dimensionales con cuatro vértices y un pardmetro .

A={x1>0,20>0,20 < 1,29 + lay <+ 1}

Uy = (O, —].) /\1 =0
Uz = <_17 O) )\2 =0
Us = (O, ].) )\3 =1
Ug = (1, 6) )\4 =/ +1
Prodecemos a construir ®:
Lie(S")* Lie(S')? =g
I e I
R4 i i - RQ
R* /277t . - R2/2772
| |
(81)4 (81)2 — G

Tomando la base canénica de R? y un vector arbitrario (a,b,c,d) € R*:

me(a,b,¢c,d) = (b+d,—a+ ¢+ {d)

0 -1 0 1 [ —b+d
-1 0 1 7 - \—a+c+dd

Procedemos a encontrar el generador de kerr,:

QLU O o2

kerm, = {(a,b,c,d) € R*b=d,c=a— (b}
= gen{(1,0,1,0),(0,1,—¢,1)}
= gen{e; +e3,e9 — les + ey}
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asi
i t— R
i.(a,b) = (a,b,a — b, b)
1 0 a
0 1 a\ b
1 -/ b]  |a—10b
0 1 b
por lo que
i (RY) — €
1 0 T S1 S1
0 1 S (1.0 1 0 So
1 -/ S3 - 01 —¢ 1 S3
0 1 Sy S4
81+ S3
82—683—{—84
H: (z1,...,24) —)% |21)2, ..., |24]%) — (0,0, 1, 1+€
O(21, 22,23, 24) = "0 H(z1, 2,23, 2)

2 2 2 2
_ |21 ’|22| 7|Z3| _, |24 1
2 2 2 2

_ (L O O Y G G 1 1)

2 2 T2 2 2

Por tiltimo, se toma ®~!(0) de donde:
|2 ]* + [2s]” = 2.

[zo]* — flzs|* + |2 = 2.

Entonces My = ® 1(0)/K es una superficie de Hirzebruch. Si A = 0 este tipo de variedad
térica es un producto de dos esferas. Para ver mas sobre este tema consulte [1].
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